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Предисловие
Настоящее пособие построено по следующему плану.
B 1 главе мы напоминаем некоторые основные понятия.
Главы 2-4 посвящены логарифмическим и показательным уравнениям и неравенствам, основной прием решения которых состоит в построении цепочки равносильных переходов*. После нескольких переходов мы приходим к простейшему уравнению или неравенству, системе или совокупности простейших уравнений и неравенств.
Пять тестовых заданий, помещенных в тексте, помогут Вам научиться осуществлять равносильные переходы. Ключ к тестам (номера правильных ответов) Вы найдете в конце пособия.
В качестве справочного материала приводим перечень основных формул по данной теме.
Действия со степенями.
                                        ;                         ;
                                      .
 (здесь а и в - любые положительные числа; p и q - любые действительные числа).
Основное логарифмическое тождество.
          (здесь a > 0,  a  1,   в > 0 ).
Действия с логарифмами.
   
    
(здесь а; а  в   в  u K- - любое действительное число).

* Под равносильным переходом понимается переход от данного предложения к равносильному (см. I главу настоящего пособия).





§ I. Равносильность и следование предложений
1. Если множество решений одного предложения (уравнения, неравенства или системы) A принадлежит множеству решений другого предложения В, то второе предложение называется следствием первого. Это обозначается так: А  В читается: "из A следует В ".
Tecт I.
В одном из приведенных ниже примеров неверно поставлен знак "". Укажите этот пример.
1.  
2.  х = .
3.   
4. =  х
5. 
2. Предложения А и В называются равносильным, если множества их решений совпадают. Это обозначается так:   " А  ".
Тест 2. Одна из следующих дар предложений состоит из неравносильных предложений. Укажите эту пару.
1.     и   х = 1.
2.     и 
3.   и  
4.     и  х = у.
5.    и 
Тест 3. В одном из приведенных ниже примеров неверно поставлен знак "  ". Укажите этот пример.
1.    
2.     
3. ( (   или  
4. х     (х = 0   или    ).
5.    

 2. Логарифмические и показательные уравнения.
При решении показательных и логарифмических уравнений можно пользоваться такими равносильными переходами:
1. 
                   
2.    =                
                                                   a                    a

3. Равносильность следует из строгой монотонности как показательной, так и логарифмической функции. Имеет место равносильный переход, выражающий определение логарифма:
                           (p =  ).
Рассмотрим несколько примеров решения показательных и логарифмических уравнений, с которыми вы встречаетесь на уроках алгебры и начал анализа
Пример 1
 
Решение.
     ( 
Здесь мы сделали равносильный переход (I): показательная функция   y = - возрастающая, а потому каждое свое значение она принимает только один раз. Решая уравнение
    получаем ответ.
Ответ: {1;2}
Пример 2. По определению логарифма, имеем:
(   ( х – 3 =     ( х = 3 +  ).
Ответ можно записать по-разному:
}   или   .
Пример 3.
Решение. Показательная функция не обращается в нуль ни при каком значении аргумента, поэтому
(    ( = 1). 
По определению логарифма, последнее уравнение равносильно такому:
(2х - 1 = 0 )   ( х =  ).
Ответ: {}.
Можно решать это уравнение, "логарифмируя" обе части его, то есть пользуясь равносильным переходом (2). Покажем этот способ решения на следующем примере.
Пример 4. 
 
Решение. Воспользуемся равносильным переходом (2): логарифмическая функция строго монотонна, поэтому каждое свое значение она принимает ровно один раз.
(    (      ( (х+1)  
( х (    ( х =  
Ответ можно записать в таком виде:    },  или так:  }, или так: 
}.
Теперь рассмотрим примеры 5-9, в которых равносильный переход (2) постепенно "набирает силу"

Пример 5.  
Решение.    (        
Ответ:  .

Пример 6.     .
Решение.      ( . ) (   ( х = 8).
Ответ:  .

Пример 7.  
Решение.    (        
   
Ответ:  .

Пример 8.  
Решение.    (       
      
Ответ:  .

Остановимся подробнее на решении следующего уравнения
Пример 9.  
Решение.    Логарифмическая функция определена на множестве положительных чисел, поэтому необходимо выполнение условий      
Основание логарифмической функции - положительное, отличное от единицы число, отсюда 
 
В силу строгой монотонности логарифмической функции на уравнение вытекает ещё одно необходимое условие:    
Учитывая, что из   следует     приходим к равносильному переходу (2):
  (  )   ()  
                                                                                      2х
<=>     

Ответ:  
Замечание. Вместо цепочки равносильных переходов часто используют переходы к следствию. При этом возможно появление посторонних корней, которые в конце решения необходимо отбросить, например, с помощью проверки. Проиллюстрируем это на том же примере 9.
   (  <=>    <=> 
<=>   ()
Проверка. х = 3      является решением данного уравнения, так как при    х = 3    уравнение обращается в тождество    
х = 1      не является решением данного уравнения, так как логарифм отрицательного числа не определен.
Ответ:  
Обратите внимание, что в цепочке переходов от одного уравнения к другому один раз встретился знак следования  «  »    (все остальные переходы были равносильны), поэтому получившаяся совокупность уравнений   (х = 3   или   х= 1)   является следствием данного уравнения.
В примерах 10-12 надо выполнить некоторые действия над логарифмами, входящими в уравнение (см.формулы из справочного материала). При этом приходится следить за равносильностью переходов. Советуем предварительно выполнить задания теста 4.
Тест 4.
В одном из приведенных ниже примеров неверно  поставлен знак     «  <=>  » 
Укажите этот пример.
1.     <=>     .
2.     <=>     . 
3.    <=>         
4.    <=>         
5.    <=>      .   

Пример 10.     .
Решение.         ()  <=>  ()  <=> 
 <=>  ()  <=>   () <=>   () <=>   (х=2).

Поясним равносильность первого перехода. Здесь мы воспользовались формулой вода
 левая часть которой имеет смысл, когда u > 0 и v > 0 , a
правая часть – когда   > 0 . Поэтому после перехода появляется дополнительное условие и u  > 0 или v  > 0.
Замечание.
Советуем запомнить соответствующий равносильный переход:
(  <=>    ()  <=>                   (6)

Пример 11.       
Решение.    (  <=> (  <=>
<=> (    ()  <=>

<=>  () <=>   () <=>  ( х = 14).

Замена выражения         на      дает возможность перейти к равносильному уравнению, так как область определения этих выражений одна и та же (см.5  пример теста 4).
Равносильность перехода (*) обсуждалась выше - (6).
Ответ:  .

Пример 12.       
Решение.    Воспользуемся тождеством     (сравните с 4 примером теста 4) и  заменим выражение  на . В результате получим равносильное уравнение:
 При следующем переходе мы опускаем условие   х+2 0 (или х 0 ), так как из уравнения    (х+2) = 1 следует, что х 0   и  х+2 
Итак, (  (х+2) = 1)  <=>   (  или       ) <=>   
<=>   (  или       ) <=>   ( х = 
Ответ:  .

§ 3. Логарифмические и показательные неравенства.
Из строгой монотонности логарифмической и показательной функции следует равносильность таких переходов:
 <=>                                                                                           (7)
  <=>                                                                                (8)
  <=>                                                                         (9)

  <=>                                                                         (10)
Тест 5.
Среди приведенных высказываний найдите истинное:
1. <=>   
2.            <=>   
3.    <=>      
4.         <=>   
5.          <=>   х
Приведем несколько примеров решения показательных и логарифмических неравенств.

Пример 13.       
Решение.       (  <=>   
Здесь мы сделали равносильный переход (7): показательная функция     у =  - возрастающая. Далее решаем квадратное неравенcтво   
Ответ:  ]-; +

Пример 14.       
Решение.   Логарифмическая функция    у =  - убывающая. Имеет место равносильный переход (10):
()    <=>   ()  <=>   ()  
Ответ:   ]-1; ½

Пример 15.       
Решение.   Заменив в правой части  2  на    и воспользовавшись убыванием показательной функции  у = , приходим к неравенству 2х   (равносильный переход (8)).
Ответ:   ]   ; +

Пример 16.       
Здесь следует обратить внимание на то, что переменная  х   входит в основание логарифма.
Решение.   Логарифмическая функция возрастает, когда основание больше единицы (равносильный переход (9)) и убывает, когда оно положительно, но меньше единицы (равносильный переход (10)). Поэтому
( <=>   (  или  )  <=>   (или ) <=>    
<=>   (1
Ответ:  ] Q; 1 [ U]1;2 [.

§ 4. Некоторые частные приемы решения доказательных и логарифмических уравнений.
Распространенный способ решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств - замена переменной, сводящая уравнение или неравенство к алгебраическому (без логарифмической и показательной функций).
После решения алгебраического уравнения или неравенства остается решить совокупность или систему простейших показательных или логарифмических уравнений и неравенств.

Пример 17.     
Решение.   "Прологарифмируем" уравнение по основанию 2.
(   <=>   ((  ) <=>  
<=>   (  .
Решением первого уравнения этой совокупности является   х = 1.  Делаем замену  
для второго уравнения, получаем   а = 4   или   а = - 1, откуда   х = 16  или  х = .
Ответ:  .
Замечание. При решении этого уравнения способом сравнения степеней с одинаковыми основаниями:
                 
довольно часто теряется решение   х = 1 (приравниваются только показатели степеней, а случай равенства основания степени единице не рассматривается).

Пример 18.     
Решение.   Приведем все логарифмы в одному основанию. Тогда уравнение примет вид:

Сделаем замену      Получим:
(  <=>    (  <=>   ()  <=>    
<=>    ( у=1  или  у=0   или  у=-2). 
Итак,  <=>   ( х = 3 или  х = 
Ответ:  .

Пример 19.     
Решение.   Так как       при любом значении переменной  х , то данное уравнение равносильно такому:
 *
Положив  получим уравнение  (  <=>   ( у = -1  или  у = 
Итак,   при любом значении х, а решением второго уравнения является  х = .
Ответ:  .

Пример 20.     
Решение.   Заметим, что  
Сделав замену   получим уравнение    у +  решением которого являются числа 31 Следовательно, 31  или
.
Решениями этих уравнений являются соответственно числа 2 и (-2), так как
 31
Ответ:  .

Пример 21.     
Решение.   Сделаем замену      Тогда
     <=>         <=>    ( (2-3у)(2у-1)(1-у) <=> ( у    или  

Итак,    (    <=>    (х  
Ответ:  ] -; 0 [ U]  ;  1 [.

Пример 22.     
Решение.   (  <=>    (  ).
Сделаем замену    Получим: 
( у+1  <=>    (  или    )   <=>   
<=>     <=>    
Итак,  <=>   (или  )  <=>   ( 
Ответ:  ] 0;  ;  + [.

Менее стандартным способом решаются следующие уравнения.
Пример 23.     
Решение.   Воспользуемся тем, что     при любом значении переменной х , и перейдем к равносильному уравнению
  Заметим, что   х = 2  -  решение этого уравнения. Покажем, что других решений нет.
Функция   f(x) =   как сумма двух убывающих функций является убывающей, а потому каждое свое значение она принимает только один раз.
Ответ:  .

Пример 24.     +
Решение.  Докажем, что   
Действительно:     = = 
Учитывая этот результат, получим:
( 2 <=> ( 2 <=> ( <=>   <=>  (х=5). 
Ответ:  .


Пример 25.   Сколько решений имеет уравнение   
Решение.  Уравнение    равносильно уравнению . Покажем, что это уравнение имеет единственное решение.
1. Рассмотрим функцию f (x) =  её производную   f ' (x) =   обозначим через  
g (x).  Эта новая функция имеет единственную критическую точку х = ln 2( g' (x) = 0  <=>
<=>  ln 2) .
В точке х = ln 2  функция  g (x) =    непрерывна и принимает значение g(ln 2) = 2- 2ln 2.
При х ln 2  значения g'(x) =   отрицательны, а потому   g'(x)  убывает на . 
При  х ln 2  значения  g'(x)  положительны - функция  g (x)  возрастает на промежутке
. 
Следовательно, g (ln 2)  - наименьшее значение функции g (x)  
g (x)   g (ln 2)  = 2 - 2ln 2   (действительно  2 - 2ln 2   <=>   что очевидно, так как  е = 2,7…
Приходим к следующему результату: производная g (x)   функции принимает только положительные значения, а значит f (x) возрастает на всей числовой прямой.
2. Функция f (x)  может принимать как положительные, так и отрицательные значения.
f (-1) =  а  f (0)  = 1. 
В силу непрерывности функции  f (x)  существует, по крайней мере, одно значение  такое, что f () = 0.  А так как, по доказанному, f (x)  - возрастающая. функция, то каждое
свое значение она принимает только один раз. Это означает, что данное уравнение имеет единственное решение.
В заключение несколько слов по поводу уравнений, в которых
встречается «степенно-показательная» функция   у =  .
Мы будем считать, что эта функция определена, если f (x) > о.   Возможны и другие определения. Единой, общепринятой договоренности в этом случае нет. Если Вам встретилась задача с такой функцией, надо обязательно четко указать, какого определения Вы придерживаетесь. Так, при нашем определении значения  х = 0  и  х = -1 не являются корнями уравнения
   так как эти значения не входят в область определения функции .

§ 5. Задание №17. 
Обязательные задачи.
Решите уравнения (1-10).
1. 1. 
    2. 
3. .
4. 
5. 
6. 
7.  .
8. х (1 – 
9. 
10.

Решите системы уравнений(№11,12).
11.
12. 
Указание. Прочтите и разберите примеры параграфа "Системы уравнений" учебного пособия "Алгебра и начала анализа, 9-І0".
Решите неравенства (№13-18) .
13. 
14. 
15. 
16. 
17. (
18. 

19. Найти наименьшее значение функции на отрезке [1; 5].
Дополнительные задачи.
Решите уравнения (№ 20-24) .
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 

Решите систему уравнений.
25. 
Решите неравенства (№ 26-31).
26. 
27. 
28. 
29.  
30. 
31. 

32. Сколько решений имеет уравнение 
Решение каждой задачи должно содержать необходимые рассуждения, объясняющие равносильность того или иного перехода.


